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îð

¬¸»·® °¿°»® ¼±»­ ²±¬ °®±ª·¼» ¿² ±®¼»®·²¹ ±º ­±«®½»­ ¿²¼ ­·²µ­ ©·¬¸ ¬¸» ¼»­·®»¼
­»¬ ±º °®±°»®¬·»­ò Ý±²­»¯«»²¬´§ô ¬¸» ¿°°´·½¿¬·±² ±º ¬¸»·® ¿«¹³»²¬¿¬·±² ¿´¹±ó
®·¬¸³ ø¿­ ©·´´ ¾» ­¸±©² ©·¬¸ ¿ ½±«²¬»®»¨¿³°´»÷ ½¿² ´»¿¼ ¬± ¿ ¼·®»½¬»¼ ¹®¿°¸
¬¸¿¬ ·­ ²±¬ ­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬»¼ò É» ¿´­± °®±ª·¼» ¿ ½±®®»½¬»¼ °®±½»¼«®» º±® ¬¸»
­»½±²¼ ­¬»° ±º ¬¸»·® ¿´¹±®·¬¸³ ¬¸¿¬ ®«²­ ·² ´·²»¿® ¬·³»ò

îò Ì¸» ß´¹±®·¬¸³ ¿²¼ ¬¸» Û®®±®

É» ²±© ®»ª·»© Û­©¿®¿² ¿²¼ Ì¿®¶¿²ù­ ¿´¹±®·¬¸³ ¿²¼ »´¿¾±®¿¬» ±² ¬¸» »®®±®
©·¬¸·² ·¬ò É» ²±¬» ¬¸¿¬ ±«® ²±¬¿¬·±² ¼·ºº»®­ ­´·¹¸¬´§ º®±³ Û­©¿®¿² ¿²¼ Ì¿®¶¿²ò

Ù·ª»² ¿ ¼·®»½¬»¼ ¹®¿°¸ Ü ã øÒå ß÷ the rst step of their procedure is to
½®»¿¬» ·¬­ ½±²¼»²­¿¬·±² ÜÍÝÝ ã øÒ ÍÝÝå ßÍÝÝ÷ô ±¾¬¿·²»¼ ¾§ ­¸®·²µ·²¹ »ª»®§
­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬»¼ ½±³°±²»²¬ ±º Üò ÜÍÝÝ ½±²¬¿·²­ ±²» ²±¼» º±® »ª»®§ ­¬®±²¹
½±³°±²»²¬ ±º Üô ¿²¼ ¬¸»®» ·­ ¿² ¿®½ ø·å ¶÷ ·² ÜÍÝÝ ·º ¬¸»®» ·­ ¿² ¿®½ ·² Ü º®±³
¿²§ ²±¼» ·² ¬¸» ­¬®±²¹ ½±³°±²»²¬ ½±®®»­°±²¼·²¹ ¬± ²±¼» · î ÜÍÝÝ ¬± ¿²§ ²±¼»
·² ¬¸» ­¬®±²¹ ½±³°±²»²¬ ½±®®»­°±²¼·²¹ ¬± ²±¼» ¶ î ÜÍÝÝò Ú±® ²±¬¿¬·±²¿´ ½±²ó
venience they dene the two mappings r ¿²¼ q ¿­ º±´´±©­ò Ú±® »ª»®§ ª î Ò ô
´»¬ røª÷ ¾» ¬¸» ²±¼» ·² ÜÍÝÝ ½±®®»­°±²¼·²¹ ¬± ¬¸» ­¬®±²¹ ½±³°±²»²¬ ·² Ü ¬¸¿¬
½±²¬¿·²­ ²±¼» ªò Ú±® »ª»®§ ª î Ò ÍÝÝô qøª÷ denes any node in the strongly
½±²²»½¬»¼ ½±³°±²»²¬ ±º Ü ½±®®»­°±²¼·²¹ ¬± ²±¼» ªò Û­©¿®¿² ¿²¼ Ì¿®¶¿² ­¸±©
the following lemma, proving that it sufces to solve the augmentation prob-
´»³ ±² ÜÍÝÝò

Ô»³³¿ ï Ô»¬ È ¾» ¿² ¿«¹³»²¬·²¹ ­»¬ ±º ¿®½­ ©¸·½¸ ­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬­ Üò
Ì¸»² røÈ÷ ã ºørøª÷å rø©÷÷¶øªå ©÷ î Èå røª÷ êã rø©÷¹ ·­ ¿ ­»¬ ±º ¿®½­
©¸·½¸ ­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬­ ÜÍÝÝò Ý±²ª»®­»´§ô ´»¬ Ç ¾» ¿² ¿«¹³»²¬·²¹ ­»¬ ±º ¿®½­
©¸·½¸ ­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬­ ÜÍÝÝò Ì¸»² qøÇ ÷ ã ºøqø¨÷å qø§÷÷¶ø¨å §÷ î Ç ¹ ·­ ¿
­»¬ ±º ¿®½­ ©¸·½¸ ­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬­ Üò

×² ¬¸» ¿½§½´·½ ¼·¹®¿°¸ ÜÍÝÝ, a source is dened to be a node with outgoing
but no incoming arcs, a sink is dened to be a node with incoming but no
outgoing arcs, and an isolated node is dened to be a node with no incoming
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thors state that it is obvious that the algorithm ST nds a sequence of sources
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Ú·¹«®» ïò Eswaran and Tarjan’s algorithm to nd an ordering of sources and sinks that satises
Ð®±°»®¬·»­ øï÷�øí÷ò
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SC1: Use depth-rst search to form the condensation ÜÍÝÝ ±º Üô
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Ú·¹«®» íò Counterexample that shows algorithm ST does not nd an ordering of sources and
sinks that satises Property (2). (a) Running algorithm ST gives ° ã ïô ªøï÷ ã ¿ô ©øï÷ ã ¾ô
ªøî÷ ã ½ô ©øî÷ ã ¼ò ø¾÷ ß«¹³»²¬·²¹ ¾§ ¿¼¼·²¹ ¿®½­ ø©øï÷å ªøï÷÷ ã ø¾å ¿÷ ¿²¼ ø©øî÷å ªøî÷÷ ã
ø¼å ½÷ ®»­«´¬­ ·² ¿ ¼·¹®¿°¸ ¬¸¿¬ ·­ ²±¬ ­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬»¼ò

© æã ¾ ø·² ´·²» ë÷ò ×¬ ©·´´ ¬¸»² ½±²¬·²«» ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³ ¿ ½±²­·¼»®·²¹ ¿®½
ø¿å ´÷ ·² ´·²» é ±º ¬¸» ¿´¹±®·¬¸³ò Ì¸·­ ©·´´ ®»­«´¬ ·² ¬®¿ª»®­·²¹ ¬¸» °¿¬¸ º®±³ ¿

¬± ¼ ¿²¼ ³¿®µ·²¹ ²±¼»­ ³ ¿²¼ ¼ò ×¬ ©·´´ ¬¸»² ­»¬ ªøï÷ æã ¿ ¿²¼ ©øï÷ æã ¾ ·²
´·²»­ ïé ¿²¼ ïèò Í·²½» ¿´´ ­·²µ­ ¿®» ³¿®µ»¼ ¬¸» °®±½»¼«®» ­¬±°­ò Û­©¿®¿² ¿²¼
Ì¿®¶¿²ù­ °®±½»¼«®» ©·´´ ¿´­± ­»¬ ° æã ïô ªøî÷ æã ½ ¿²¼ ©øî÷ æã ¼ò Ñ¾­»®ª»
²±© ¬¸¿¬ ¬¸»®» ·­ ²± °¿¬¸ º®±³ ½ ¬± ²±¼» ¾ô ¿²¼ ¬¸«­ ¬¸·­ ±®¼»®·²¹ ¼±»­ ²±¬
­¿¬·­º§ Ð®±°»®¬§ øî÷ò Ì¸» ¿«¹³»²¬¿¬·±² °®±½»¼«®» ¿¼¼­ ¬¸» ¿®½­ ø©øï÷å ªøï÷÷ ã
ø¾å ¿÷ ¿²¼ ø©øî÷å ªøî÷÷ ã ø¼å ½÷ò Ì¸» ®»­«´¬·²¹ ¼·¹®¿°¸ ­¸±©² ·² Ú·¹«®» íø¾÷ ·­
±¾ª·±«­´§ ²±¬ ­¬®±²¹´§ ½±²²»½¬»¼ò

îì

íò Ì¸» Ý±®®»½¬·±²

As the example indicates algorithm ST fails to nd an ordering that satises
Ð®±°»®¬§ øî÷ò Ì¸» °®±¾´»³ ©·¬¸·² ¬¸» ¿´¹±®·¬¸³ ·­ ¬¸¿¬ ¬¸» ­»¿®½¸ ½±²¬·²«»­
º®±³ ¿ ­±«®½» ¬¸¿¬ ¸¿­ º±«²¼ ¿² «²³¿®µ»¼ ­·²µò Ì¸·­ ­»¿®½¸ ³¿§ ³¿®µ «²ó
³¿®µ»¼ ­·²µ­ ø¿²¼ ¬¸«­ ¬¸»­» ­·²µ­ ©±«´¼ ¾» ±®¼»®»¼ ©·¬¸ ¿² ·²¼»¨ ±º ° õ ï
±® ¹®»¿¬»®÷ ¬¸¿¬ ¿®» ¬¸» ±²´§ ­·²µ­ ¿² «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ¸¿­ ¿ ¼·®»½¬»¼ °¿¬¸ ¬±ô
´»¿¼·²¹ ¬± ¿ ª·±´¿¬·±² ±º Ð®±°»®¬§ øî÷ò

É» ²±© ­¸±© ¸±© ¬± ®»½¬·º§ ¬¸» °®±¾´»³ ¾§ ³±¼·º§·²¹ ¿´¹±®·¬¸³ ÍÌ ­± ¬¸¿¬
it obtains an ordering of sources and sinks that satises Properties (1)–(3). The
½±®®»½¬»¼ ¿´¹±®·¬¸³ ·­ ½¿´´»¼ ÍÌÝÑÎÎÛÝÌ ¿²¼ ·­ ¼·­°´¿§»¼ ·² Ú·¹«®» ìò ×¬ ·­
·¼»²¬·½¿´ ¬± ÍÌ »¨½»°¬ º±® ¬¸» º±´´±©·²¹ ³±¼»­¬ ½¸¿²¹»­ò ß ¾±±´»¿² ª¿®·¿¾´»
­·²µ²±¬º±«²¼ ·­ ¿¼¼»¼ ¬¸¿¬ ·­ ¬®«» ·º ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³ ¿ ­±«®½» ²±¼» ¸¿­ ²±¬ §»¬
»²½±«²¬»®»¼ ¿² «²³¿®µ»¼ ­·²µò Ú«®¬¸»®ô ·² ´·²» ïï ¬¸» ­»¿®½¸ ½±²¬·²«»­ «²¬·´ ¿´´
­±«®½»­ ¿®» ³¿®µ»¼ ø¿­ ±°°±­»¼ ¬± ÍÌ ©¸»®» ¬¸» ­»¿®½¸ ½±²¬·²«»­ «²¬·´ ¿´´ ­·²µ­
¿®» ³¿®µ»¼÷ò ß¬ ¬¸» ­¬¿®¬ ±º ¿ ­»¿®½¸ º®±³ ¿² «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ­·²µ²±¬º±«²¼ ·­
­»¬ ¬± ¬®«» ø´·²» ïí¿÷ò É·¬¸·² ¬¸» °®±½»¼«®» ÍÛßÎÝØô ·º ¿² «²³¿®µ»¼ ­·²µ ·­
º±«²¼ ¬¸»² © æã ¨ô ¿²¼ ¬¸» ¾±±´»¿² ª¿®·¿¾´» ­·²µ²±¬º±«²¼ ·­ ­»¬ ¬± º¿´­» ø´·²»­
ëô ë¿ô ë¾÷ò Ì¸·­ ¸¿­ ¬¸» »ºº»½¬ ±º ­¬±°°·²¹ ¬¸» ­»¿®½¸ ø·² ´·²» é¿÷ ¿­ ­±±² ¿­ ¿²
«²³¿®µ»¼ ­·²µ ·­ º±«²¼ ·² ¿ ­»¿®½¸ º®±³ ¿² «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ²±¼»ò É» ²±©
°®±ª» ¬¸» ½±®®»½¬²»­­ ±º ¿´¹±®·¬¸³ ÍÌÝÑÎÎÛÝÌò

Ì¸»±®»³ ï The algorithm STCORRECT nds an ordering of sources and
­·²µ­ ­¿¬·­º§·²¹ Ð®±°»®¬·»­ øï÷�øí÷ ·² Ñø¶ß¶÷ ¬·³»ò

Ð®±±ºæ
Ñ¾­»®ª» ¬¸¿¬ ·² ´·²» é ¿² ¿®½ ·­ »¨¿³·²»¼ ²± ³±®» ¬¸¿² ±²½» °®±ª·²¹ ¬¸¿¬ ¬¸»
¿´¹±®·¬¸³ ®«²­ ·² ¬·³» °®±°±®¬·±²¿´ ¬± ¬¸» ²«³¾»® ±º ¿®½­ ·² ¬¸» ¿½§½´·½ ¼·¹®¿°¸ò
É» ²±© ­¸±© ¿ ª»®§ «­»º«´ °®±°»®¬§ ±º ¿´¹±®·¬¸³ ÍÌÝÑÎÎÛÝÌ ¬¸¿¬ ©·´´ ¾»
·²ª¿´«¿¾´» ·² ±«® °®±±ºò

Ô»³³¿ î ß´´ ²±¼»­ ³¿®µ»¼ ¾§ ÍÌÝÑÎÎÛÝÌ ¸¿ª» ¿ ¼·®»½¬»¼ °¿¬¸ ¬± ­±³»
­·²µ ²±¼» ·² ©øï÷å æ æ æ å ©ø°÷ò

Ð®±±ºæ
We show this by induction. Since the digraph is acyclic, the rst time STCOR-
ÎÛÝÌ ­»¿®½¸»­ º®±³ ¿² «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ·¬ ³¿®µ­ ¿´´ ²±¼»­ ±² ¿ «²·¯«» °¿¬¸ ¬±
¿² «²³¿®µ»¼ ­·²µ ²±¼»ò ß¬ ¬¸¿¬ °±·²¬ ¬¸» ­»¿®½¸ ·²·¬·¿¬»¼ º®±³ ¬¸» «²³¿®µ»¼
­±«®½» ­¬±°­ô ¿²¼ ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ·­ ­»¬ ¬± ªøï÷ ¿²¼ ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­·²µ
¶«­¬ º±«²¼ ·­ ­»¬ ¬± ©øï÷ò Ñ¾­»®ª» ¬¸¿¬ ¿´´ ³¿®µ»¼ ²±¼»­ ¸¿ª» ¿ ¼·®»½¬»¼ °¿¬¸
¬± ©øï÷ò Ý±²­·¼»® ©¸¿¬ ¸¿°°»²­ ¿¬ ¿²§ ´¿¬»® °±·²¬ ·² ¬¸» ¿´¹±®·¬¸³ ©¸»² ¬¸»
­»¿®½¸ ·­ ·²·¬·¿¬»¼ º®±³ ¿² «²³¿®µ»¼ ­±«®½»ò Ì¸» ­»¿®½¸ ³¿®µ­ ²±¼»­ ¿´±²¹ ¿
°¿¬¸ «²¬·´ ·¬ »²½±«²¬»®­ ¿ ³¿®µ»¼ ²±¼» ¨ ø·² ©¸·½¸ ½¿­» ©» ¼± ²±¬ ­»¿®½¸ º®±³ ¨

¾«¬ ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³ ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ½±²¬·²«»­÷ ±® »²½±«²¬»®­ ¿² «²³¿®µ»¼
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ïò ¿´¹±®·¬¸³ ÍÌÝÑÎÎÛÝÌæ ¾»¹·²
îò °®±½»¼«®» ÍÛßÎÝØø¨÷å
íò ·º ¨ ·­ «²³¿®µ»¼ ¬¸»²
ìò ¾»¹·²
ëò ·º ¨ ·­ ¿ ­·²µ ¬¸»² ¾»¹·²
ë¿ò © æã ¨å
ë¾ò ­·²µ²±¬º±«²¼æãº¿´­»å
ë½ò »²¼å
êò ³¿®µ ¨å
éò º±® »¿½¸ § ­«½¸ ¬¸¿¬ ø¨å §÷ ·­ ¿² ¿®½ ¼±
é¿ò ·º ø­·²µ²±¬º±«²¼÷ ¼± ÍÛßÎÝØø§÷å
èò »²¼ ÍÛßÎÝØ
çò ·²·¬·¿´·¦» ¿´´ ²±¼»­ ¬± ¾» «²³¿®µ»¼å
ïðò · æã ðå
ïïò ©¸·´» ­±³» ­±«®½» ·­ «²³¿®µ»¼ ¼± ¾»¹·²
ïîò ½¸±±­» ­±³» «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ªå
ïíò © æã ðå
ïí¿ò ­·²µ²±¬º±«²¼æã¬®«»å
ïìò ÍÛßÎÝØøª÷å
ïëò ·º © êã ð ¬¸»² ¾»¹·²
ïêò · æã · õ ïå
ïéò ªø·÷ æã ªå
ïèò ©ø·÷ æã ©å
ïçò »²¼ »²¼
îðò ° æã ·å
îïò »²¼ ÍÌÝÑÎÎÛÝÌå

Ú·¹«®» ìò A “corrected” linear time algorithm to nd an ordering of sources and sinks that
satises Properties (1)–(3).

îê

­·²µ ø·² ©¸·½¸ ½¿­» ¬¸» ­»¿®½¸ ­¬±°­÷ò ß­­«³» ¬¸» ·²¼«½¬·ª» ¿®¹«³»²¬ ·­ ¬®«»
¿¬ ¬¸» ½±²½´«­·±² ±º ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³ ¬¸» °®»ª·±«­ «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ·² ¬¸» ¿´¹±ó
®·¬¸³ò Þ§ ·²¼«½¬·±² ¬¸» ³¿®µ»¼ ²±¼» ¨ ¸¿­ ¿ °¿¬¸ ¬± ¿ ­·²µ ·² ©øï÷å æ æ æ å ©ø°÷ô
¬¸«­ ¿´´ ²±¼»­ ·² ¬¸» °¿¬¸ ¬± ¨ ¸¿ª» ¿ °¿¬¸ ¬± ¿ ­·²µ ·² ©øï÷å æ æ æ å ©ø°÷ò ×² ¬¸»
½¿­» ¬¸» °®±½»¼«®» »²½±«²¬»®­ ¿² «²³¿®µ»¼ ­·²µ ¿´´ ²±¼»­ ±² ¬¸» °¿¬¸ ¬± ¬¸»
«²³¿®µ»¼ ­·²µ ¿®» ³¿®µ»¼ ·² ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³ ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­±«®½»ô ¿²¼ ­·²½»
¬¸» «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ¿²¼ ­·²µ ¿®» ²±© ³¿®µ»¼ ¿²¼ ¿¼¼»¼ ¿­ ªø·÷ ¿²¼ ©ø·÷ô
©·¬¸ · i °ô ¬¸» ³¿®µ»¼ ²±¼»­ ±² ¬¸» °¿¬¸ º®±³ ªø·÷ ¬± ©ø·÷ ¸¿ª» ¿ °¿¬¸ ¬± ¿
­·²µ ·² ©øï÷å æ æ æ å ©ø°÷ò |

Ý±²­·¼»® ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³ ¿²§ «²³¿®µ»¼ ­±«®½»ò Ì¸» ­»¿®½¸ ­«½½»­­º«´´§
nds a directed path from the unmarked source to an unmarked sink (and these
¿®» ¿¼¼»¼ ¿­ ªø·÷ ¿²¼ ©ø·÷ ©·¬¸ · i °), or it fails to nd a path to an un-
³¿®µ»¼ ­·²µ ø·² ©¸·½¸ ½¿­» ¬¸» ­±«®½» ¸¿­ ¿² ·²¼»¨ · â °÷ò Ú¿·´«®» ±½½«®­ ±²´§
·º ¬¸»®» ·­ ¿ ³¿®µ»¼ ²±¼» ±² »ª»®§ °¿¬¸ º®±³ ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­±«®½» ¬± »ª»®§
«²³¿®µ»¼ ­·²µò Þ§ Ô»³³¿ î ¬¸»­» ³¿®µ»¼ ²±¼»­ ¸¿ª» ¿ °¿¬¸ ¬± ­±³» ­·²µ
·² ©øï÷å æ æ æ å ©ø°÷, proving that the ordering STCORRECT provides satises
Ð®±°»®¬§ øî÷ò

Í«°°±­» ¬¸» ±®¼»®·²¹ ÍÌÝÑÎÎÛÝÌ °®±ª·¼»­ ¼±»­ ²±¬ ­¿¬·­º§ Ð®±°»®¬§ øí÷ò
Ì¸»² ¬¸»®» ·­ ¿² «²³¿®µ»¼ ­·²µ ²±¼» ©·¬¸ ²± ¼·®»½¬»¼ °¿¬¸ º®±³ ¿²§ ­±«®½»
·² ªøï÷å æ æ æ å ªø°÷ò Ì¸» «²³¿®µ»¼ ­·²µ ²±¼» ³«­¬ ¬¸»² ¸¿ª» ¿ °¿¬¸ º®±³ ­±³»
­±«®½» ªø¶÷ô º±® °õï i ¶ i ­ò Ý±²­·¼»® ¬¸·­ °¿¬¸ô ¿²¼ ½±²­·¼»® ¬¸» ´¿­¬ ³¿®µ»¼
²±¼» § ±² ¬¸·­ °¿¬¸ ¬± ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­·²µò Ò±¼» § ½±«´¼ ²±¬ ¸¿ª» ¾»»² ³¿®µ»¼
¾§ ¿²§ ­±«®½» ªø·÷ô ©·¬¸ ° õ ï i · i ­ò ×º ·¬ ¸¿¼ ¾»»²ô ¬¸»² ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³
ªø·÷ ©±«´¼ ¸¿ª» º±«²¼ ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­·²µ ¿²¼ ¾±¬¸ ¬¸» ­±«®½» ªø·÷ ¿²¼ ¬¸»
«²³¿®µ»¼ ­·²µ ©±«´¼ ¸¿ª» ¾»»² ¿¼¼»¼ ¬± ¬¸» ±®¼»®·²¹ ©·¬¸ ¿² ·²¼»¨ ´»­­ ¬¸¿²
±® »¯«¿´ ¬± °ò Þ«¬ ¬¸¿¬ ³»¿²­ ¬¸¿¬ § ³«­¬ ¸¿ª» ¾»»² ³¿®µ»¼ ·² ¬¸» ­»¿®½¸ º®±³
±²» ±º ¬¸» ­±«®½»­ ·² ªøï÷å æ æ æ å ªø°÷ò Ý±²­»¯«»²¬´§ô ¬¸»®» ·­ ¿ ¼·®»½¬»¼ °¿¬¸
º®±³ ¿ ­±«®½» ·² ªøï÷å æ æ æ å ªø°÷ ¬± ¬¸» «²³¿®µ»¼ ­·²µ §·»´¼·²¹ ¿ ½±²¬®¿¼·½¬·±²
¬± ±«® ¿­­«³°¬·±²ò |

Î»º»®»²½»­
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